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Resumo

O quark top foi o ultimo férmion a ser descoberto, e é a particula elementar mais pesada
conhecida. Sua massa é um parametro fundamental do modelo padrao e seu conhecimento
preciso serd crucial em testes de precisao futuros da teoria. A estratégia mais promissora para
determinar precisamente a massa é a partir da medida da secao de choque para ete™ — tt
perto do limiar de energia, o que podera ser feito em aceleradores futuros. O presente trabalho
dedica-se a reproducédo do tratamento empregado por Strassler e Peskin [1| para descrever esta

se¢ao de choque em ordem dominante e na implementacao numérica da solugao posteriormente.

Palavras-chave: Quark top. Secao de Choque. Limiar de energia.






1 Introducao

Até o final do século 19, acreditava-se que a mecanica cléssica, o eletromagnetismo e a
termodinamica eram teorias capazes de descrever todos os comportamentos da natureza, de
forma que todos os fenémenos fisicos poderiam ser explicados por elas. Em 1900, entretanto,
Planck propoés sua teoria da radiagdo de corpo negro [2], um fendmeno que a fisica classica
nao era capaz de explicar. Em 1905, Einstein partiu da proposta de Planck para explicar o
efeito fotoelétrico [3] e, no mesmo ano, apresentou sua teoria da relatividade restrita [4], a qual
mostrava que a mecanica classica newtoniana perdia a validade em regimes de velocidades muito
altas (proximas a velocidade da luz). Junto a isso, o advento de novas técnicas experimentais
possibilitou o estudo de moléculas, atomos e particulas, objetos microscopicos cuja dinamica
nao podia ser explicada pela mecénica classica. As lacunas nas explicacoes destes fendémenos
fomentaram a busca por novas ideias e teorias capazes de descrever sistemas nesses regimes.

Motivados a providenciar a base teérica mais fundamental que desse respaldo as novas teorias
e descobertas propostas nao s6 por Planck e Einstein, como também por Bohr, de Broglie e
outros, Heisenberg e Schrodinger chegaram a formulagao da posteriormente nomeada mecanica
quantica. Historicamente, tratavam-se de duas formulacoes independentes. A formulacao de
Heisenberg, publicada em 1925, ficou conhecida como mecéanica matricial e foi desenvolvida
para descrever estruturas atdmicas. A segunda teoria, conhecida como mecéanica ondulatoria,
foi proposta por Schrédinger em 1926 e descreve a dindmica da matéria microscopica através
de uma equacao de onda, ou, ainda, equagao de Schrodinger, uma equacao diferencial cujas
solugoes resultam no espectro de energia discreto e na funcao de onda v do sistema considerado.
Posteriormente, foi provado que as duas formulagoes sao, na realidade, equivalentes.

Apesar de a equacao de Schrodinger ser utilizada em sistemas quanticos nao relativisticos, ela
também pode ser utilizada, em alguns casos excepcionais, na fisica de altas energias, e o presente
trabalho ¢ dedicado a um destes casos. Estamos interessados no calculo da se¢ao de choque
de producao do chamado quark “top”, ¢, no limiar de energia na aniquilagao elétron-positron,
regime em que o tratamento nao relativistico é plenamente justificado, pois o top é produzido
com energia cinética praticamente nula.

O quark top foi descoberto em 1995 pelo experimento CDF (Collider Detector of Fermilab)
e é a particula fundamental mais pesada do modelo padrao (SM). O SM nao prevé a massa de
nenhuma particula, e conhecer bem a massa da sua particula mais pesada é crucial em testes de
precisao da teoria. Como a massa do top é muito alta, ela pode ter papel importante na busca
por fisica além do modelo padrao que deve se manifestar em escalas de energia mais altas ainda
pouco (ou nada) exploradas.

O resultado mais recente para a massa do top publicado pela colaboracao Particle Data
Group (PDG) ¢é (172.5 4+ 0.7)GeV/c? |5]. Este valor ¢ uma meédia de resultados obtidos em



diversos experimentos, e a precisao atual para a massa é considerada insuficiente, sendo alta-
mente desejavel que a incerteza seja reduzida no futuro. A estratégia mais promissora para a
determinacao da massa ¢ através da medida da secao de choque eTe™ — tt, reacao que nao foi
realizada em laboratoério até hoje pois nunca houve um colisor ete™ capaz de atingir a energia
necessaria para tal. Em vista disso, o estudo da regiao de limiar desta secao de choque é de
grande interesse para aceleradores futuros como o Future Circular Collider (FCC) [6], que tem
como objetivo gerar colisoes cuja energia do centro de massa seja de até 100TeV.

Um primeiro tratamento para a produgao do par ¢t na regiao de limiar da se¢ao de choque
ete” — tt foi introduzido por Strassler e Peskin [1], onde o processo é descrito no limite nao
relativistico e o potencial de interagdo devido & cromodindmica quantica (QCD), ou seja, devido
a troca de glions entre os quarks, foi tratado de maneira perturbativa. Através do teorema
optico, esta secao de choque é dada em funcao da chamada polarizacao do vacuo, que é a
corregao ao propagador do foton devida a produgao e aniquila¢ao do par quark-antiquark (no
presente caso, tt), e o tratamento empregado reduz o problema de seu calculo a fun¢ao de Green
associada a equagao de Schrodinger usual. Neste trabalho, reproduziremos o tratamento aplicado
por Strassler e Peskin no célculo da secao de choque ete™ — ¢, com o objetivo principal de
calculé-la numericamente através do método Numerov |7], explicitando sua sensibilidade & massa
do quark top.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. A secao 2 apresenta o formalismo da
equacao de Schrodinger e da fungao de Green, que sera utilizado posteriormente; a secao 3
introduz a eletrodinamica quantica (QED) e as regras de Feynman para a QED; na segao 4,
detalharemos a obtencao da expressao analitica para a secao de choque de interesse, bem como
a implementacao numérica da solugao e discussao dos resultados; por fim, na se¢ao 5 faremos

uma conclusao a respeito dos resultados obtidos.



2 A Equacao de Schrodinger e a Funcao de Green

Nesta se¢ao, utilizaremos a notagao de Dirac de bras e kets para introduzir a equagao de
Schrédinger e o operador evolucao temporal. Também estabeleceremos o formalismo da funcao
de Green, uma poderosa ferramenta matematica utilizada na solu¢ao de equacgoes diferenciais
nao-homogéneas com condigoes iniciais e de contorno especificas, sendo, portanto, de grande
valia neste trabalho.

Seja um estado |a, ty), onde ¢y é um instante de tempo inicial. Apés um tempo t, o ket
resultante é dado por

|, to;t) = % (t,to) v, to) (1)

onde % (t,tp) é o operador de evolugao temporal. A equagao de Schrodinger dependente do

tempo que rege a dindmica deste estado tem a forma |§|

0 .

Zh&%(t,to) |a,t0> == H%(t,to) |a,t0> s (2)

onde h é a constante de Planck dividida por 27 e Heéo operador hamiltoniano do sistema,
definido como a soma da energia cinética e potencial, isto é, H= p?/2m + V.

Ao projetar o estado |a) em termos dos autovetores do operador posi¢ao em trés dimensoes,

|Z), podemos reescrever a Eq. (2) como

0
ihy (Tle toi t) = (T|Hlev, toi ) (3)
ou, ainda,
zh2<_’| to;t) = —h—2V2+V(_’t) (Z|a, to; t) (4)
ot T, o, - om T, T, o, )

onde definimos o braket (Z|a, to;t) como a func¢do de onda 1, (Z, t) do sistema e fizemos uso do
operador momento em trés dimensoes p = ihV. A funcao de onda nao possui, por si s6, um
significado fisico; mas seu modulo ao quadrado sim. Em 1927, Max Born propos a interpretacao
probabilistica da funcao de onda: seu médulo ao quadrado é uma densidade de probabilidade,
implicando que f;ol |(z|, to; t) |*dz ¢ a probabilidade de encontrar a particula entre zy e z; em
um dado tempo t.

E interessante levar em conta que, em muitos sistemas, o potencial V néo depende do
tempo, resultando em um hamiltoniano que depende apenas do momento e da posigao. Nestes
casos, a fungao de onda possui uma dependéncia exponencial com o tempo. Se nao estivermos

interessados na evolugao temporal, isto é, para t = 0, o termo exponencial se torna a unidade e



a equacao de Schrodinger independente do tempo pode ser escrita na forma
I:—, |a7 t0> =EB |Oé7t0> ) (5)

onde E sao autovalores do operador hamiltoniano (auto energias).

No presente trabalho, consideramos um processo de espalhamento, sistema no qual um estado
assintotico inicial, livre, é transformado em um estado assintético final através da agao de um
potencial que pode ser tratado como uma perturbacao. Neste tipo de processo, é vantajoso
escrever o hamiltoniano completo como H=Hy+ V(f), onde Hy = p?/2m ¢é o operador energia
cinética, ou hamiltoniano livre, e V é a perturbacio. Desta forma, Hy|¢) = E |¢), onde |¢) é o

estado inicial livre. Ainda, a Eq. (5) implica que

(Ho+ V) [) = E9), (6)

isto é, queremos |¢)) — |¢p) quando V' — 0. A solucdo formal para esta equacao é dada por [8]

1 ~
V) =)+ ————V 1), 7
) =1+ 5V g
e ¢ conhecida como equagao de Lippmann-Schwinger (LS), onde o termo i€ é a prescri¢ao de
Feynman para tratar os polos do denominador. Multiplicando esta equagao por (Z] & esquerda e

aplicando a relacao de completeza, a funcao de onda assume a forma'

1

(Z]v) = (Z]¢) +/d337' <f T 0 i
- 0

x> @V, ®)

que é uma equacao integral para a fungao de onda. O termo

1

2m \ |E — Hy +ic

2
Gol#, 7) = - <f

7) )

é conhecido como funcao de Green de dois pontos do hamiltoniano livre; ou, ainda, como
propagador — um objeto que representa a amplitude de transicao para a particula ir de
um ponto a outro do espago. A fungdo de Green é tal que, reescrevendo a Eq. (4) como
(V2 4+ k)¢ = Q, com k? = 2mE/h* e Q = 2mVy/h*, Gy é a funcdo que resolve esta equacio

com uma fonte do tipo delta de Dirac, isto é,
(V2 4+ EHGo(2,7) = 0*(# — ) . (10)

A funcao de Green do hamiltoniano livre nao possui todo o espectro de energia da funcao de

1 A expressao completa, na verdade, conta com duas integrais no espago de posicao; porém, fizemos uso da

localidade do potencial, isto é, (z/|V|z") = V(2')d(z" — 2").



onda, como podemos observar na Eq. (9). Neste trabalho, estamos interessados em encontrar
a funcao de Green do hamiltoniano completo e, para isso, é vantajoso escrevé-la como fungao
da conhecida Gy. Fazendo uso da identidade de operadores A™' = B™' + B™'(B — A)A™!, a

equagao que relaciona G e Gy é dada por |9]
G =Gy + GoVG, (11)

cuja estrutura, como ¢ notavel, é a da equacao de LS, Eq. (7).
Iremos demonstrar que a fungao G' completa esta relacionada a se¢ao de choque que queremos

obter e, por isso, sera necessario encontra-la.



3 Eletrodinamica Quéantica (QED)

Em teoria quéantica de campos (TQC), uma teoria construida a partir do formalismo
lagrangiano, os campos sao as entidades fundamentais, e as particulas sdo interpretadas como
excitagoes do campo quantizado. Neste trabalho, estamos interessados na interacao de particulas
fermionicas (spin 1/2), em especial o quark top, com a luz, ou simplesmente o féton na versao
quantizada, dentro do contexto da TQC. A teoria que descreve esta interacao é a eletrodinamica
quantica (QED), uma teoria abeliana com simetria U(1).

A lagrangiana do campo fermionico livre, ou, ainda, lagrangiana de Dirac, é dada, para o

quark top, por [10]
ZLp = ith(x)y" 0 (x) — myp(x) (@), (12)

onde m; é a massa do quark top, ¥ e ¥ = ¥ sdo o campo e campo adjunto de Dirac,
respectivamente, e definimos as matrizes v, com p = 0, 1,2, 3, como matrizes 4 x 4 dadas, na

representagao quiral, como [11]

01 . 0 ot
0_ o= ' 7 13
Y (1 0) v (_a, 0) (13)

onde cada “0” e “1” se referem as matrizes 2 x 2 nula e identidade, respectivamente, e as matrizes
o' sao as matrizes de Pauli.

Diferentemente da mecénica quantica nao relativistica, o formalismo da TQC implica que
1 nao é mais uma funcao de onda, e sim um operador que satisfaz as relagoes de comutacao

canodnicas e é responsavel pela cria¢ao e aniquilagdo de particulas. A equacao de Euler-Lagrange,

% (afa{w) e =0 a4

aplicada a lagrangiana da Eq. (12), resulta na equagao de movimento para o quark top, a famosa
equagao de Dirac,

(i — me)1h = 0, (15)

onde definimos a contragao de quadrivetores com as matrizes y* como J = v*9,,. Este resultado
mostra que a lagrangiana da Eq. (12) leva & equagao que rege a dinamica dos férmions, em
particular o quark top, mas nao possui termo que representa a interacao dessas particulas com
o foton. Desta forma, precisamos construir este termo de interacao a fim de encontrarmos a
lagrangiana da QED, e isto sera possivel através de um mecanismo conhecido como invariancia

de gauge (ou calibre, em portugués), que sera discutido a seguir.
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A lagrangiana . ¢ invariante sob transformacao de fase U(1) global, isto é, a transformagcao

U(z) = ¢'(2) = V() (16)

onde @y = 2/3 é a carga do quark top e a fase de () é apenas uma constante real arbitréaria
sem significado fisico, nao altera a equagao de Dirac. Quando a fase # passa a depender das
coordenadas do espago-tempo, isto é, § = 0(x), a lagrangiana livre ndo é invariante pela

transformagao U(1) local, uma vez que a derivada se transforma segundo
Outp(w) = 40 [, +0Q:0,0(x)] (). (17)

A solugao deste problema é promover a invariancia global a local, que se da introduzindo a
derivada covariante e adicionando o chamado campo de gauge. Este processo torna a lagran-
giana invariante sob esta transformacao local, cancelando, portanto, o termo 0,6 na Eq. (17).

Adicionamos, entao, um campo A,(z) de spin 1 que se transforma segundo [10]
A(2) > AL (@) = Au(2) — 0,0, (18)
e definimos a derivada covariante

D;ﬂ»ﬁ(iﬂ) = [8u + ZQtAu(l‘ﬂ @/}(l‘), (19>

que, agora, transforma-se da mesma forma que o campo sob a transformagao U(1), isto é,

D, () = (D) () = P D,ap(x). (20)

Portanto, a lagrangiana

L = wp(x)y" Dyib(x) — m(2)y () = Lp — QAL (2)Y ()" (@) (21)

conta com o termo de intera¢do necessario e ¢ invariante sob transformagao local U(1). Ainda,
podemos interpretar o campo de gauge quantizado A, como o campo do féton, desde que seja

dinamico, o que implica a adicao de um termo cinético na lagrangiana. Este termo é dado por

L = _}lpw(x)FW(;c), (22)

onde F), = 0,A, —0,A, é o tensor eletromagnético. Finalmente, a lagrangiana que rege a QED
(na interagao foton-tt) é dada por

1

T Fu ()P (2) + i (2)7" 0, (x) — myb(2)y () — Quib(x)y" Au(w)ib(z).  (23)

ZqEp = 1

11



Na teoria interagente, a quantidade de interesse é a amplitude de transicao para um processo
especifico, associado a algum observavel, utilizada na determinacao da secao de choque e taxas de
decaimento, observaveis que serao extremamente importantes neste trabalho. Para calcular esta
amplitude, utilizamos a chamada representacao de interacao, um esquema no qual os estados
evoluem como na representacao de Schrodinger e os operadores evoluem como na representacao
de Heisenberg. Desta forma, a evolugao de um estado quantico no tempo é dada pela aplicacao
do operador de evolucao temporal nesta representagao, construido a partir da lagrangiana de
interacao. Se o sistema puder ser tratado perturbativamente, este operador resulta em uma série
conhecida como série de Dyson, cuja estrutura pode ser encontrada na Ref. [8]. A amplitude
final do processo é calculada através da atuacao dos campos, escritos em funcao dos operadores
de criacao e aniquilagao usuais da mecéanica quantica, nos estados finais e iniciais da particula.
Este célculo é, muitas vezes, tedioso.

Felizmente, o célculo dos processos pode ser simplificado pelos chamados diagramas de
Feynman, que sao desenhos esqueméticos que representam as interacoes. O célculo da amplitude
a partir dos diagramas é, entao, feito através das regras de Feynman, um conjunto de regras que
associa cada elemento do diagrama a um termo na expressao da amplitude. A lagrangiana da
Eq.(23) é essencial para a derivagao destas regras para a QED, uma vez que sua parte cinética
da origem aos propagadores e o termo de interagao leva ao fator de vértice.

Partindo da conservacao do quadri-momento em cada vértice, as regras de Feynman para a

QED sao as seguintes [11]:

1. Para cada linha externa, atribui-se um quadrimomento p; com sentido definindo o fluxo

da particula;
2. Analogamente, associa-se as linhas externas um quadrimomento ¢;;

3. Para as linhas externas, associamos

e: u e: v e: €
férmion (») , antiférmion (p)’ foétons () ,

s:oa(p) s: v(p) st e, (D)

(T8 [13%))

onde as letras “e” e “s” se referem ao sentido da particula no diagrama, com e = entrando
(momento p) e s = saindo (momento p'), u(p) e v(p) sdo os espinores de Dirac para

particula e antiparticula, respectivamente, e €, representa o vetor de polarizacao do foton;
4. Em cada vértice, adiciona-se o fator —iey*, onde e é a carga do elétron;

5. Para as linhas internas, os propagadores, adicionam-se

(g +m ) e
férmion : Sp(q) = — 2(_% 5 ) =—— L , foton : — ;g“, :
q m* + 1€ q—m+ e g® + e

(24)
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onde o termo 7€ é a prescricao de Feynman que trata possiveis singularidades no propagador,

com € — 0;

d*q; .
(Qﬂ.)4 )

6. Integrar sobre cada momento de loop interno, isto ¢, fazer [
7. O resultado final corresponde a —i.#, com .# a amplitude de espalhamento do processo.

Seguir esta ordem é importante para evitar erros no calculo da amplitude. Além disso, para
fazer a leitura correta de um diagrama de Feynman, a Ref. [12] sugere percorrer cada linha que
representa um férmion no sentido contrario ao fluxo da particula pelo diagrama. Finalmente, é
fundamental ressaltar que o resultado final sera, sempre, um escalar de Lorentz.

Neste trabalho em particular, um dos vértices de interesse envolve a troca de glions entre
os quarks e nao fotons. A troca de glions é regida pela QCD, uma teoria nao abeliana com
simetria SU(3). A implementagao do principio de gauge é similar ao caso da QED, mas gera,
além da interagao do tipo da Eq. (23), interagoes entre os glions. Contudo, no presente caso,
o vértice relevante é o do tipo abeliano, e s6 precisamos substituir o fator de vértice —ievy*
por —igsT*y*, onde T é uma matriz de representagao do grupo SU(3) e é dado em fungao do

acoplamento forte a, como ¢? = 4ma.
S
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Figura 1 - Esquema do teorema 6ptico para o caso da se¢ao de choque ete™ — tt. Fonte:
Elaborada pela autora.

4 Secao de Choque ete™ — tt

Na mecanica quantica, o teorema 6ptico relaciona a parte imaginaria da amplitude de
espalhamento frontal a se¢ao de choque total. A versao deste teorema na TQC [13] é tal que a parte
imaginaria da amplitude de espalhamento é dada pela soma de todas as possiveis contribuicoes
de estados intermediarios fisicos (ditos na camada de massa) propriamente integrados no espago
de fase. Este teorema estd esquematicamente ilustrado, para o caso da secao de choque de
interesse, na Fig. 1 - .

Em ordem dominante na QED, a se¢ao de choque total para a producao do par tt ¢ dada

pelo teorema 6ptico como |[1]

olete” = tt) = MTQ[— Im I1,(¢%)] , (25)

onde II;(¢%) é a contribuigao do quark top para a polarizagio do vacuo, s é a energia do
centro de massa ao quadrado, isto &, Ecy = /s, e a = e? /4w € a constante de estrutura fina,
com e a carga elétrica do elétron. O calculo desta se¢ao de choque, portanto, resume-se ao
termo Im IT;(¢?) e, nesta sessao, iremos reproduzir o tratamento nao relativistico e perturbativo
empregado por Strassler e Peskin a fim de reduzir este problema a encontrar a funcao de Green
completa da equacao de Schrodinger usual. Por fim, implementaremos a solugado numericamente

e estudaremos a dependéncia da secao de choque com a massa do quark top.

4.1 Aproximacgao nao Relativistica

Para calcular IT;(¢?), utilizamos o tensor (ou correlator) IT**(q), definido como a amplitude
de diagramas do tipo 1PI (diagramas que nao podem ser divididos pela metade através da
remogao de uma unica linha). O esquema da Fig. 2 - ilustra o diagrama correspondente a
polarizacao do vacuo em ordem dominante, e as regras de Feynman para a QED introduzidas

na segao anterior implicam que ele é dado por

2\ [ d% i , i o
(_256) / 2y V%W—mﬂ p—gz—m) =) 20

14



p+q/2

p-q/2

Figura 2 - Esquema do diagrama correspondente a polarizagao do vacuo em ordem dominante.
Fonte: Elaborada pela autora.

onde m; e 2/3 sdo a massa e carga do quark top, respectivamente, e fizemos a soma sobre todos
os spins, reduzindo o célculo ao trago de uma matriz. Vamos, agora, encontrar qual deve ser a
estrutura do correlator I1#”.

Os tinicos tensores que podem aparecer na expressao de I1"(q) sao g"” e ¢"q”. A identidade
de Ward [13], que relaciona fun¢oes de correlacao na QED, implica que ¢,I1""(q) = 0. Desta
forma, T1"*(q) deve ser proporcional & projegao g"” — ¢q”/q*. Além disso, espera-se que 11" (q)
nao tenha um polo em ¢*> = 0, pois isso s6 aconteceria para um estado intermediario de uma
particula sem massa (o que nao é possivel em nenhum diagrama 1PT). Por este raciocinio,

extraimos a estrutura do tensor como
1" (q) = (g™ — ¢"¢")1I(¢°) , (27)

onde I1(¢?) é uma funcao escalar de ¢? regular em ¢*> = 0. A Eq. (27) retrata a dependéncia da
polarizacao do vacuo nos indices de Lorentz final e inicial do féton.

Tratando o potencial de interagao entre os quarks perturbativamente, podemos calcular
I1;(¢%) através da chamada aproximagao escada, onde iteramos todas as contribuigoes devidas a
troca de um glion, representadas na Fig. 3 - | entre os quarks. Esta soma é realizada com a
funcao de vértice T*(p, q), que é a corre¢ao devida as trocas de fotons e glions virtuais — neste
caso — no vértice foton-top-antitop.

A fungao de vértice é parametrizada com a substitui¢ao do termo —iey* por —iel™ no vértice
e, em ordem mais baixa, I'* = 4*. Esta fun¢ao resolve a equacao representada pelo esquema da
Fig. 4 - a, e esta relacionada a I1;(¢?) como na Fig. 4 - b. Deste modo, para calcular IT;(¢?),
precisamos, primeiro, encontrar I['*(p, q).

Adicionando a corregao I'*(p, q) e o propagador do quark e antiquark, Sg(p+¢q) e Sp(p—q/2),

respectivamente, a Eq. (26) se transforma em

1M (¢%) = (g™ ¢ — g )H(ff)

_ (2 ) [ TH(p,q)(p+d/2+m) 7 (p—q/2+my) (28)
3 4 (p+q/2)% —mi +imLy (p— q/2)* = mi +im Ly |
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Figura 3 - Diagrama que representa II;(¢?) através da iteracio do potencial da troca de um
glion em ordem dominante no limite nao relativistico. Fonte: Elaborada pela autora.

onde I'; é a largura de decaimento do quark top e o termo im,['; advém de sua instabilidade, o
que permite dispensar o termo i€ no denominador.

Em ordem dominante em «y, é suficiente analisar a equagao que serda deduzida para I'* na
aproximagao nao relativistica. Supomos ¢ = (2m; + F,0), de modo que E representa a energia
medida com relacao ao limiar de producao de um par ¢t e os momentos sao tratados como
sendo de ordem «,. Nesta aproximacao, utilizamos a energia nao relativistica da particula,
(P° +¢°/2) —my = (p° + my + E/2) — m; = p° + E/2, e analogamente para a antiparticula, o

que implica
+i(1 £49)/2

Sr(p+q/2
FPE4/2) = e B 2, £ T,

(29)

onde (1 £+°)/2 ¢ o operador de projecao nao relativistico.

Mantendo apenas a parte de Coulomb do propagador — que corresponde & componente Ag
do campo de gauge, que classicamente esta ligada ao potencial eletrostatico — a troca de um
glion entre o par ¢t que foi produzido (os dois ultimos vértices da Fig. 4 - a) é dada, em ordem

mais baixa, por
+i
p—k*

Vale ressaltarmos que a construgao desta equagao surge das regras de Feynman para a QCD,

(—igs) (T )(T*7") (30)

onde fizemos a substituicao do fator de vértice mencionado na se¢ao 3 no limite nao relativistico.
Em ordem dominante, o potencial de Coulomb (no espago de momento) devido a troca de um

glion é
~ 4 4rag

V(ip—k) = 3p_k? (31)

onde a; faz o papel da constante de estrutura fina e 4/3 é o fator de cor associado.

A equagao para I'*(p, q) na Fig. 4 - a assume a forma de uma equagao integral, em total
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kta/2  piq/2 p+q/2

ptq/2
vwv@( :MN<+ W@/\/\M = v
p—q/2
k—q/2 P—a/2 p-q/2

(a) (b)

Figura 4 - (a) Diagramas que resultam na equagao satisfeita pela fungao de vértice T'*(p, ¢) na
aprozimagao escada; (b) Diagrama correspondente & equacao que relaciona IT;(¢?) a
I'*. Fonte: Elaborada pela autora.

analogia com a equacao de LS apresentada na Secao 2, isto é,

d*k 1440 1—A0
Wm@:w+/ 7 Lok, g)—
(2m)t 2 2
_ (32)
Vip—k)

(B/2 + k0 — [K|2/2my + T4 /2)(E/2 — kO — |K[2/2m; +i0,/2)

X

Como mencionado, o primeiro termo é I'* em ordem mais baixa (7*). Note, ainda, que o
lado direito desta equagdo independe de p° e, entao, tomando I'(k,q) independente de k°, o
teorema do residuo permite calcular a integral sobre dk® diretamente. Além disso, substituindo
o propagador da Eq. (29) (e o correspondente ao antiquark) na Eq. (28), é perceptivel que a
integral depende apenas do termo (1 + v°)I"*(p, ¢)(1 —~°). A aproximagao nao relativistica,

Eq. (32), implica que
1+4°

0 0 0
1—7 :1—1—7 Ml—’yf
2 )

2 2 9

' (p, q)

(33)

onde ' ¢ uma funcao escalar de |p| e E. Esse processo reduz a Eq. (32) a equagao escalar

~ d3k 1 ~
I'p,F)=1 —V(p—-k , 'k, F), 34
0.5) = 1+ [ Ve~ K g e ) (34)
cuja estrutura é a de uma equacao de LS e, portanto, a de uma equagao de Schrédinger. Esta
expressao mostra que no limite nao relativistico, I'*(p, q) se reduz a equagao de Schrodinger.
Chamando

~ 1 ~
k.E+1iy) =— I'k,E
G( ) +1 t) E + ZFt o |k\2/mt ( ) ) ) (35>

temos, em analogia & Eq. (11), a fun¢ao de Green completa, que é solugao da equagao
[H — (E +1il,)]G(r, E +1iTy) = 6¥(r), (36)

onde tomamos a transformada inversa de Fourier de G (k, E + iI'y) para retornar ao espago de
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posicao e

H=—"+V(r) (37)

é o hamiltoniano completo.

Para obter a expressao de II,(F), basta inserir a Eq. (34) na reducao nao relativistica da
Eq. (32). Novamente, fazemos uso do teorema do residuo para efetuar a integracao em dp° e da
transformada inversa de Fourier de G = (k, £ +iI';) na origem, de forma que obtemos, através

da expressao 28,

2 ¢ d*p 1 ~ 9 2
) 3m?/<2ﬂ')3E+iFt—|p|2/mt (p, B) = =3, 5 Gl =0"=0,E+il}) . (3§)

Por fim, substituimos esta expressao na Eq. (5 - ) e chegamos na relagao

m2a?

olefe” = tt) = 83m4 Im G(0,0; E +4I'y)] | (39)

t

e agora a secao de choque da producao do par ¢t no limiar de energia depende apenas da funcao

de Green interagente e, portanto, precisamos encontra-la.

4.2 Meétodo Analitico para Encontrar Im G (0, 0; E)

O proximo passo é a obtengao da fungao de Green da equagao de Schrodinger, G(r,r’; E),
calculada em r = r’ = 0. Precisamos resolver a equacao diferencial ndo-homogénea de segunda
ordem, Eq. (36),

vZ
{—— +Vi(r)—(E+ iFt)} G(r,v'; B +iTy) = 6@ (r — 1) . (40)

my
Porém, como G(r,r’) sera calculada na origem, apenas o nivel S (I = 0) tem contribuigao

relevante e, portanto, a parte angular do laplaciano é zero, reduzindo esta equacgao a

[_i { @ + QE} +V(r)— (E+ m)} Gr,r') = ! o(r—1') . (41)

my | dr?2  rdr 4mr?

Definimos
g(h T/) = TTIG(T’ 7“/) ) (42>

que, ao ser substituida na Eq. (41), resulta na equagao de Schrédinger unidimensional

(% + my[E + T, — V(r)]) glr,r') = ZH3(r —1') (43)
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A solugao para esta equagao é da forma

c rs),r >’
oty = { 90 , (44)
cag<(re),r <1’

onde r~ = max(r,r’),r- = min(r,7’), e g, g< sao solugoes da equagdo homogénea, regular
em r — oo e r — 0, respectivamente, e ¢; e ¢y sdo constantes. A continuidade em r = r/
implica que ¢19~(r = 1') = cag-(r = r'), de forma que temos a relagao entre ¢y e cy. Se r > 1’
entdao r~ = r,r- =1 e g(r,1’) = c19-(r) = cag<(r = 1")g=(r), e analogamente para r < r’.
Podemos escrever a solucao para os dois casos, r > r’ e r < 1/, de uma forma mais compacta,
definindo uma constante A tal que g(r,r") = Ag~(rs)g<(r<). Para encontrar A, fazemos uso da

descontinuidade da primeira derivada de g, de modo que obtemos

dg
dr

~Y e =T (45)

/—e

r=r'+e r=r

onde #'[f1, fo](ro) = fi(ro) fo(ro) — fi(ro) fa(ro) é o wronskiano de duas fungoes f; e fo no
ponto 7.

Sabemos que G(r,r’) deve ser finita em r = 0, e consequentemente a solugao regular para
g(r) deve zerar neste ponto. Definimos uma solugao regular e uma irregular, go(r) e g1(r), que

satisfazem

r+..,r—0,

NS

(=)

—
=

S~—
I

() =1+4.,1—=0. (46)

Note, entretanto, que este conjunto de solugoes nao pode ser completo, uma vez que possibilita
que g; contenha uma mistura arbitraria de go. Se V(r) fosse regular na origem, seria possivel
impor (d/dr)g; = 0,7 = 0, mas quando consideramos o, como um acoplamento variavel em
termos de uma escala, o que sera abordado na secao 4.3.1, ay; — () e temos, para um
potencial de Coulomb, ¢i(r) = 1 — frln(r/d) + ..., onde 5 e d sdo constantes e, portanto,
(d/dr)g; diverge para r — 0; a arbitrariedade no pardmetro d induz uma mistura arbitraria de

go em g;. Felizmente serd suficiente impor, para qualquer V(r) menos singular que 1/72, que
d
Im d—gl(r) —0,r—0. (47)
r

A escolha de g; é arbitraria desde que obedega a restrigdo imposta pela Eq. (47), mas uma
vez escolhido, as solugdes g-(r) e g (r) devem ser escritas como combinacao linear de gg e g.

Da mesma forma que go(r), g<(r) também zera na origem, o que possibilita a identificacao da
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primeira solugao como sendo
9<(r) = go(r). (48)

A segunda solucao é construida, a partir de go e ¢, de forma que a condicao de contorno

g>(r — 00) — 0 seja satisfeita. Obtemos, portanto,

9>(r) = g1(r) + Bgo(r), (49)

o que implica

B = lim [—gé—gﬂ . (50)

Esta equacao explicita o fato de que a parte real de B é dependente da escolha de ¢, mas a
parte imaginaria ¢ fixa conforme a Eq. (47).

Com estas condigoes, o Wronskiano em 7 =0 é #(g~,g<) = —1 e, portanto, A = —m, /4.
Por fim, a partir da defini¢ao de g(r, "), Eq. (42), e da solu¢do da equagao de Schrédinger

correspondente, Eq. (44), encontramos a func¢ao de Green na origem como sendo

/
G0.0) = - ™ Tim 9<(r) g>(r')
4m rp’—0 1 T’
m () (51)
= —— lim (1——|-B) :
47 =0 !
Com as Eqs. (46) e (47), determinamos, finalmente,
my
Im G(0,0) = ——Im B. 52
mG(0.0) = " (52)

Como proposto e desejado, o problema do célculo da se¢ao de choque da producao do par tt

foi reduzido a

2ma?
Tem = t) = — Im B 53
olete i) = =5 Im D, (53)

onde Im B pode ser calculada numericamente através da Eq. (50) e da versao homogénea da
Eq. (43).

4.3 Solugao Numérica

Nesta secao, detalharemos o método utilizado na solu¢ao numérica da equacao diferencial

homogénea

(45 + mlB+ iD= V)] ) gl =0 59

a fim de se encontrar as solugoes gy € g1 que compoem o termo de interesse B necessario no

célculo da segao de choque dada pela Eq. (53).
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A resolugao da Eq. (54) foi implementada com o Numerov [7], um algoritmo utilizado na
solucao de equacoes diferenciais de segunda ordem em que o termo de primeira ordem nao
aparece’. O principio deste método se concentra na discretizacao do espaco e utilizacao de séries
de Taylor para expansao da funcao desejada perto de um ponto a, que sera o espacamento da

rede. Seja uma equacao do tipo

d*(x)

2 T E*(x)y(z) = 0. (55)

Expandindo a fungao ¢ (z + a) ao redor de z, temos

D@+ a) = b(x) + e (z) + %M(x) o (56)

Adicionando a Eq. (56) a série correspondente a ¥ (x — a), obtemos uma expressdo para a

segunda derivada de 1):

Yl +a) = 2¢(x) + ¢(z — a)

a?

V() = - V(@) +0(a). (57)

Para calcular o termo envolvendo a quarta derivada, basta atuar 1 + (a?/12)d*/dz? na Eq. (55).

Estes passos permitem obter a solugao da Eq. (55) como [7]

2(1 — Sa2k2); — (1 + Sak? )i

H8
1+ 5ak? (58)

VYiy1 =
onde 7 é o i-ésimo elemento do espaco discretizado.
No presente caso, utilizamos a Eq. (58) para o calculo das solugoes gy e ¢, iterando-a de

t=1ai=N —1,onde N = 115000 foi o nimero de pontos da rede utilizada.

4.3.1 Acoplamento o

Tomando a transformada inversa de Fourier do potencial de Coulomb no espago de momento,

Eq. (31), obtemos o potencial no espago de posigao,

4
V(r)=—=--—, 59
() =-3° (59)
onde a obedece uma equacao de grupo de renormalizagao. Para resolver esta equagao, subs-
tituimos a constante o no potencial por um acoplamento variavel a4(p), com p a escala de

renormalizacao tal que

_ pday o Bya?
Blag) = . T teg (60)

2 Para equacdes diferenciais em que o termo de primeira ordem ndo aparece, o Numerov é mais simples de

ser implementado e mais preciso [7] do que o algoritmo de Runge-Kutta de quarta ordem.
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A solugao desta equagao para a funcdo  calculada a um loop ¢é dada por [14]

O‘s(ul) (61)

s (pt2) = ~ ;
1 — 208 In(p1y /pro)

onde 51 = (11N, — 2N;)/6 = 23/6, com o nimero de cores, N, e de sabores, Ny, sendo,
respectivamente, 3 e 5, e as(i1) é uma escala de referéncia. No presente caso, ps = my e as(puy)
foi escolhida como a(mz) = 0.1179 [5],.

4.3.2 Largura de Decaimento I,

Por ser uma particula muito pesada, o quark top decai rapidamente, impossibilitando que a
hadronizacao ou formagao de estados ligados aconteca. A largura de decaimento é dominada
pelo canal ¢ — Wb, enquanto os outros modos de decaimento sao suprimidos. No modelo

padrao, a largura de decaimento prevista em ordem dominante e considerando m;, = 0 é [5]
Gpm} M2\? 2 M2
r, = 2 (1——V2V) (1+ QW) (62)
871'\/5 my my

onde G = 1.1663787 x 107°(GeV)~2 & o acoplamento de Fermi, My, = (80.379 £ 0.012)GeV [5]

¢ a massa do boson W e m; é a massa-polo do quark top. Na implementacao, a largura de

decaimento foi calculada para cada massa utilizada.

Diferentemente do trabalho de Strassler e Peskin, nossa reproducao nao contempla o efeito
do boson de Higgs e algumas consideracoes eletrofracas, como a aniquilacao do par ete™
através do boson Z°, a variacao de a (que obedece uma equagio de grupo de renormalizagao
analogamente a «y) e a radiac¢ao inicial (emissdo/absor¢ao espontanea de foétons), mas que sao
efeitos subdominantes, comparados aos que tratamos aqui. Nas nossas aproximagoes, a se¢ao de
choque final é dada entao por

o(s) = i(Im B)R , (63)

my

onde R = 4ma?/3s é a segao de choque eTe™ — p ™ em ordem dominante e no limite m,, — 0.

4.4 Resultados

Para estudar a sensibilidade da se¢ao de choque com a variagao da massa do quark top, foram
escolhidos, de forma arbitraria, alguns valores de massa ao redor de m; = (172.5 £ 0.7)GeV [5].
A partir destes valores, o acoplamento as(m;) e a largura de decaimento correspondentes foram
calculados através das Eqgs. (61) e (62), respectivamente. Os resultados obtidos para a segdo de
choque em funcao da energia estao ilustrados no grafico da figura 5 - , onde o eixo horizontal

superior ¢ dado por E = /s — 2m;, com /s a energia do centro de massa e m; a média das
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Figura 5 - Se¢ao de choque em unidades de R para diferentes massas em funcao da energia.
Fonte: Elaborada pela autora.

massas escolhidas, e o eixo horizontal inferior é simplesmente /s. O eixo vertical ¢ a segao
de choque em unidades de R. O comportamento da se¢ao de choque é muito similar a curva
caracteristica de uma ressonancia e, por este motivo, usaremos o termo quase-ressonancia.
Observamos que a variagao da massa altera nao s6 a amplitude, como também o comporta-
mento da se¢ao de choque. Conforme a massa aumenta, ocorre a diminuicao da altura e aumento
da largura da quase-ressonancia, com a tendéncia de desaparecimento do pico caracteristico no
continuo. Esta relacao entre a massa e a secao de choque perto do limiar é praticamente linear;
a variacao 7% da massa corresponde & alteracao de aproximadamente 6% na secao de choque,

como é possivel observar na ampliagao do pico na Fig. 5 - .
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5 Conclusao

O objetivo deste trabalho foi calcular numericamente a secao de choque ete™ — tt, cuja
expressao foi obtida através da reproducao do tratamento consagrado por Strassler e Peskin,
como forma de evidenciar sua sensibilidade a massa do quark top.

Primeiramente, utilizamos o teorema 6ptico no escopo da teoria quantica de campos para
relacionar a se¢ao de choque a contribuicao do quark top para a polarizacao do vacuo. A
amplitude dos diagramas que contribuem para este termo foi calculada em ordem dominante,
utilizando as regras de Feynman para a QED, através do correlator (ou tensor de polarizagao),
e possui relagao direta com a funcao de vértice construida. Esta funcao possui essencialmente a
estrutura de uma equacgao de Lippmann-Schwinger, e o formalismo previamente introduzido
permitiu identificar, em sua expressao, a funcao de Green do hamiltoniano interagente.

Obtivemos, através de sua relagao com o termo de polarizacao, a expressao para a se¢ao
de choque contendo a funcao de Green, revelando uma dependéncia explicita na massa do
quark top, apesar de a maior contribuicao estar implicita. A funcao de Green foi, por fim,
calculada por meio da solu¢ao da equacao de Schrodinger homogénea com o método Numerov.
A solugao numérica possibilitou a visualizagao do comportamento da se¢ao de choque na regiao
de limiar, revelando que sensibilidade & massa do quark top é tal que pode nao s6 deslocar a
quase-ressonancia como elimina-la; para m; — 200GeV, a tendéncia é o desaparecimento do
pico da se¢ao de choque.

Neste trabalho, mostramos como o formalismo da mecénica quantica e da QED sao essenciais
no estudo de processos muito importantes que servem como testes de precisao do modelo padrao.
Em particular, a sensibilidade da secao de choque eTe™ — tf com a massa do quark top é um
resultado extremamente significativo, pois indica que a realizagao desta colisao em laboratorio
permitird medir a massa e a largura de decaimento desta particula fundamental com precisao

maior que a atual, sendo um teste das previsoes do modelo padrao para seu tempo de vida.
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